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カオスの“定義”
❏ Aperiodic

(非周期的)

– 同じ状態は

二度と生じない

☞ ただし，コンピュータシミュレーションが

ディジタル計算

であること
には注意する必要がある．

❏ Bounded

(有界性)

– 写像を何回繰り返しても，

有限な空間に存在

する
(±∞に発散しない)．

❏ Deterministic

– 写像を繰り返えす法則は

完全に決まって

いる．
✌ 神はサイコロを振るか．

Does God play dice?

❏ Sensitive Dependence on Initial Conditions

– 初期値が少しでも異なると，

全く異なる振る舞い

を示す
☞ このような性質に起因して、

長期的には予測不能

となる
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非周期性，有界性
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決定論的とは？
xt+1 = f (xt) = 4xt(1 − xt)

❏ t = 0での値 x0 (初期値)から x1 を

完全に

決定できる
確率的な要素は

全く含まれていない

．

❏ t = 1での値 x1 から x2 を決定できる

❏ この過程は，次々と繰り返えされる．つまり，

初期値が与えられると，
未来永劫，全てが決定される

「

決定論

に従う」

にも関わらず…
確率論的

な現象も再現できる!!
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確率論的 (非決定論的)な法則とは?
❏ さいころ投げ
❏ コイントス，etc
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決定論的→確率論的
ロジスティック写像 xt+1 = 4xt(1 − xt)より得られる xt (t = 0, 1, 2, . . . , )
の系列に対し，

0 ≤ xt ≤ 0.5 → ■ (表)
0.5 ≤ xt ≤ 1 → □ (裏)

という対応を考えると，コイントス (確率的)を繰り返した系列がで
きる．つまり，

x0, x1, x2, x3, . . . , xt−1, xt, xt+1, . . .

が与えられたら，

ω0, ω1, ω2, ω3, . . . , ωt−1, ωt, ωt+1, . . .

を作ることができる．

決定論的な系列から確率論的な系列への対応

(xt ∈ ωtと表すことに
する)が存在する．
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驚くべきは逆が成立するということ!!!
逆とは？=⇒

「確率論的な系列 →決定論的な系列」という対応

無限記号列

ω0, ω1, ω2, ω3, . . . , ωt−1, ωt, ωt+1, . . .

を勝手に取ってくる．

勝手にとってきた (=

任意の

)無限記号列 (■□のランダムな
列)に相当するロジスティック写像から生み出された

x0, x1, x2, x3, . . . , xt−1, xt, xt+1, . . .

という系列が必ず存在する (つまり，全ての tについて xt ∈ ωt

となるような初期値 x0 が存在する)．
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ロジスティック写像↔ 0, 1ランダム列
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決定論的系列が確率論的系列と対応がつく
ロジスティック写像より得られる決定論的な系列

x0, x1, x2, x3, . . . , xt−1, xt, xt+1, . . .

コイントスより得られる確率的 (非決定論的)な系列

ω0, ω1, ω2, ω3, . . . , ωt−1, ωt, ωt+1, . . .
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参考資料

山口昌哉
「カオスとフラクタル
–非線形の不思議–」
講談社ブルーバックス，
1986．

証明は pp.36–44に載っている．
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フォン・ノイマンもカオスを知っていた!

非線形システム概論 2007/池口徹 – p.51/59

初期値鋭敏依存性
ロジスティック写像 xt+1 = 4xt(1 − xt)

x0 =















0.1
0.1 + 10−8

❏ 微小な誤差が

指数関数的

に拡大
−→ 決定論的であるが

予測不能
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カオスの特徴
ロジスティック写像のような決定論的非線形ダイナミクス

❏

非周期的で有界

な動きを示す．
❏

決定論的

であるにも関わらず，

確率論的

な現象を

実現

できる．
❏ ルールが定まっているのに

予測できない

．

決定論

⇐⇒

確率論
カオス (chaos)が一番面白い!
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カオス研究の源流と発展
1 2 3 4

1

ティコ・ブラーエ · · · 膨大な火星観測データの蓄積

2

ヨハネス・ケプラー · · · ケプラーの 3法則

3

アイザック・ニュートン · · · 万有引力，運動方程式

4

アンリ・ポアンカレ · · · 3体問題の否定的解決
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2体問題

から3体問題へ
人間関係においても 2より 3の方が難しいことは
経験的に知られている・・・

非線形システム概論 2007/池口徹 – p.57/59

2体問題

から3体問題へ
人間関係においても 2より 3の方が難しいことは
経験的に知られている・・・

非線形システム概論 2007/池口徹 – p.57/59



20世紀の三大発見
❏ ニュートン力学的世界観を打ち破る

– 相対性理論⇒

空間・時間は絶対的ではない

⇒

光速，重力

– 量子力学⇒

不確定性原理

⇒

原子・分子レベル

– カオス⇒

決定論的であっても予測は不可能となる

❏ しかし，カオスは

我々の身の回りに遍在 (ubiquitous)

している．
例: 単振り子から二重振り子へ

– 小振幅時の単振り子 (2自由度) —-解析的に求解可能，周期解

m
dv
dt
= −mg sin θ ⇔ m

dv
dt
= −mgθ ⇔ ml

d2θ

dt2
= −mgθ

– 単振り子 (2自由度) —-解析的に求解可能，周期解
– 二重振り子 (4自由度) —-解析的に求解不可能，カオス解

だから，カオスは面白い!
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参考資料紹介
❏ James Gleick, “Chaos, Making a New Science,” Penguin

Books, 1987;大貫昌子訳，上田目完亮 監修: カオス新しい科学
をつくる，新潮文庫，
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